
بهینه‌سازی
ابع‌کوژ-مجموعه‌کوژ ت

محسن‌هوشمند
هدانشکده‌تکنولوژی‌اطلاعات‌و‌علم‌رایان

ه‌زنجاندانشگاه‌تحصیلات‌تکمیلی‌علوم‌پای



مجموعه‌افین

𝐶 ⊆ ℝ𝑛

𝒙۱, 𝒙۲ ∈ 𝐶
𝜃∈ℝ

𝒙𝜃 = 𝜃𝒙۱ + 1 − 𝜃 𝒙۲ ∈ C



مجموعه‌افین

ℝ𝑛خط‌در‌فضای‌

ℝ𝑛فضای

C = {𝐱|A𝐱 = 𝐛}

پوستة‌افین

𝐴𝑓𝑓 𝐶 = 𝜃۱𝑥۱ + 𝜃۲𝑥۲ ⋯ + 𝜃𝑛𝑥𝑛|𝑥۱, 𝑥۲, ⋯ , 𝑥𝑛 ∈ 𝐶, ෍

𝑖=۱

𝑛

𝜃𝑖 = ۱



مجموعة‌کوژ

مجموعة‌کوژ
𝑆 ∈ ℝ𝑛

«خطی‌مستقیم‌واصل‌دو‌نقطه‌از‌«‌قطعهS

کل‌قطعه‌خط‌در‌Sخواهد‌بود

𝒙۱, 𝒙۲ ∈ 𝑆
∀𝜃∈[0,۱]

𝒙𝜃 = 𝜃𝒙۱ + 1 − 𝜃 𝒙۲ ∈ 𝑆



مجموعة‌کوژ

مجموعة‌کوژ
𝑆 ∈ ℝ𝑛

«خطی‌مستقیم‌واصل‌دو‌نقطه‌از‌«‌قطعهS

کل‌قطعه‌خط‌در‌Sخواهد‌بود

𝒙۱, 𝒙۲ ∈ 𝑆
∀𝜃∈[0,۱]

𝒙𝜃 = 𝜃𝒙۱ + 1 − 𝜃 𝒙۲ ∈ 𝑆

چند‌نمونه‌کوژ‌و‌ناکوژ



مجموعة‌کوژ

مجموعه‌تهی

تک‌نقطه

ℝ𝑛تمامی‌فضای‌

خط‌یا‌تکه‌خط

𝒂𝑇𝒙(‌معادله‌خطی)ابرصفحه‌ = 𝑏

𝒂𝑇𝒙(‌نامساوی‌خطی)نیم‌فضا‌ ≥ 𝑏

𝒙گوی‌ − 𝒙′ ≤ ℎ

مخروط‌کوژ



نیم‌فضا-مثال

𝐶 = 𝒙 𝐴𝒙 ≤ 𝒃 ,

𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛,𝒃 ∈ 𝑅𝑚

𝒙𝟏,𝒙𝟐 ∈ 𝐶 ⟹ 𝐴𝒙1 ≤ 𝒃,𝐴𝒙2 ≤ 𝒃

𝐴 𝜃𝒙1 + (1 − 𝜃)𝒙2 = 𝜃𝐴𝒙1 + (1 − 𝜃)𝐴𝒙2

≤ 𝜃𝒃 + 1 − 𝜃 𝒃

= 𝒃

⟹ 𝜃𝒙1 + 1 − 𝜃 𝒙2 ∈ 𝐶



ادامه-مجموعه‌کوژ

تعمیم‌تعریف‌مجموعه‌کوژ

∀𝒙𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 = 1, … , 𝑚 ⟹ 𝒙𝜃 ∈ 𝑆 , 𝒙𝜃 = ෍

𝑖=۱

𝑚

𝜃𝑖 𝒙𝑖 , ෍

𝑖=۱

𝑚

𝜃𝑖 = ۱, 𝜃𝑖 ≥ 0

𝒙𝜃ترکیب‌کوژ‌نقاط‌𝒙۱و‌𝒙۲و‌…

پوسته‌کوژ
𝒙۱و‌𝒙۲و‌…و‌𝒙𝑚

تمامی‌نقاط‌𝒙𝜃مندرج‌در‌مجموعه‌بالا



پوستة‌کوژ

مجموعة‌ترکیب‌کوژ‌تمامی‌نقاط‌مجموعه
𝔐 ∈ ℝ𝑛

Koഺ𝑧𝔐 = {𝜃۱𝒙۱ + 𝜃۲𝒙۲ + ⋯ + 𝜃𝑚𝒙𝒎|𝒙۱, 𝒙۲, … , 𝒙𝒎 ∈ 𝔐, 𝜃𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 = 1, … 𝑚, 𝜃۱ + 𝜃۲ + ⋯ + 𝜃𝑚 = ۱}



مخروط

؟!مجموعة‌مخروط‌یا‌ناهمگن‌نامنفی
𝑆 ⊆ ℝ𝑛

𝒙 ∈ 𝑆
∀𝜃≥0

𝜃𝒙 ∈ 𝑆

.‌هم‌مخروط‌و‌هم‌کوژ‌باشد:‌مخروط‌کوژ

𝒙۱, 𝒙۲ ∈ 𝐶
∀𝜃۱,𝜃۲≥0

𝜃۱𝒙۱ + 𝜃۲𝒙۲ ∈ 𝐶



مخروط

ترکیب‌خطی‌نامنفی‌یا‌ترکیب‌مخروطی

پوستة‌مخروط



مثال

ابرصفحه
𝒙 𝒂𝑡𝒙 = 𝑏,𝒂 ≠ 0

کوژ‌و‌افین

نیم‌صفحه
𝒙 𝒂𝑡𝒙 ≤ 𝑏,𝒂 ≠ 0

کوژ‌ولی‌غیر‌افین

𝒂

𝒂𝑻𝒙 = 𝑏

𝒂

𝒂𝑻𝒙 ≤ 𝑏



مثال

گوی‌اقلیدسی
𝐱 𝒙 − 𝒙′ ≤ ℎ = 𝐱 𝒙 − 𝒙′ 𝑇(𝒙 − 𝒙′) ≤ 𝑟۲

بیضی
𝐱 𝒙 − 𝒙′ 𝑇𝑃−۱(𝒙 − 𝒙′) ≤ ۱

مخروط‌نرمال
𝐱 𝒙 ≤ ℎ



مثال

چندضلعی
𝐱 𝐴𝒙 ≤ 𝑏,𝐶𝒙 = 𝑑

ماتریس‌مثبت‌نیمه‌معین
𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑛|𝑋 = 𝑋𝑇

𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑛|𝑋 = 𝑋𝑇 ,𝑋 ≥ 0



بسته‌بودن‌خاصیت‌کوژی‌تحت‌عملیات‌ها

اشتراک

(Sفرض‌کوژی‌مجموعة‌)‌توابع‌افین‌
مقیاس‌𝛼𝑆

انتقال‌𝑆 + 𝑎

تصویر‌یا‌پراجکشن‌مجموعه‌کوژی‌به‌چند‌مورد‌از‌مختصاتش‌کوژ‌است:‌تصویر‌‌.
𝑆 ⊆ ℝ𝑚 × ℝ𝑛آن‌گاه‌کوژ‌بودن‌𝑇 = {𝑥۱ ∈ ℝ𝑚| 𝑥۱,𝑥۲ ∈ 𝑆,𝑥۲ ∈ ℝ𝑛}

جمع
𝑆۱ + 𝑆۲ = 𝑥 + 𝑦|𝑥 ∈ 𝑆۱,𝑦 ∈ 𝑆۲
𝑆۱ × 𝑆۲



بسته‌بودن‌خاصیت‌کوژی‌تحت‌عملیات‌ها

نامساوی‌خطی‌ماتریسی
𝑓 𝑥 = 𝐵 + 𝑥۱𝐴۱ + ⋯ + 𝑥𝑛𝐴𝑛 ≥ 0



بسته‌بودن‌خاصیت‌کوژی‌تحت‌عملیات‌ها

توابع‌کسری‌خطی‌و‌پرسپکتیو
تابع‌پرسپکتیو

𝑃: ℝ𝑛+۱ → ℝ𝑛

𝑃 𝒛, 𝑡 = 𝒛/𝑡
تغییر‌مقیاس‌و‌نرمال‌سازی‌بردارها‌به‌طوری‌که‌آخرین‌مولفه‌برابر‌یک‌و‌سپس‌حذف‌آن

دوربین‌-مثال𝑦 = −
𝑥۱
𝑥۳

,
𝑥۲
𝑥۳

= −𝑃 𝑥

ترکیب‌تابع‌پرسپکتیو‌با‌تابع‌افین:‌خطی-تابع‌کسری
𝑔: ℝ𝑛 → 𝑅𝑚+1, 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑏 ∈ ℝ𝑛, 𝑐 ∈ ℝ𝑛, 𝑑 ∈ ℝ

𝑔 𝒙 =
𝐴
𝑐𝑇 𝒙 +

𝑏
𝑑

تابعی‌افین

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚به‌طوری‌که‌دامنه‌آن‌{𝑥|𝒄𝑇𝒙 + 𝑑 > و{0

𝑓 𝒙 =
𝐴𝒙 + 𝒃

𝒄𝑇𝒙 + 𝑑
یا‌برابر‌ℝ𝑛در‌صورتی‌𝑐 = 𝑑و‌0 > و‌تبدیل‌تابع‌به‌تابع‌افین0



بسته‌بودن‌خاصیت‌کوژی‌تحت‌عملیات‌ها

ترکیب‌تابع‌پرسپکتیو‌با‌تابع‌افین:‌خطی-تابع‌کسری
𝑔: ℝ𝑛 → 𝑅𝑚+1, 𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑏 ∈ ℝ𝑚, 𝑐 ∈ ℝ𝑛, 𝑑 ∈ ℝ

𝑔 𝒙 =
𝐴
𝑐𝑇 𝒙 +

𝑏
𝑑

تابعی‌افین

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ𝑚به‌طوری‌که‌دامنه‌آن‌{𝑥|𝒄𝑇𝒙 + 𝑑 > و{0

𝑓 𝒙 =
𝐴𝒙 + 𝒃

𝒄𝑇𝒙 + 𝑑
یا‌برابر‌ℝ𝑛در‌صورتی‌𝑐 = 𝑑و‌0 > و‌تبدیل‌تابع‌به‌تابع‌افین0
تفسیر‌دیگر

𝑄 =
𝐴 𝑏
𝑐𝑇 𝑑

∈ ℝ 𝑚+1 × 𝑛+1

عمگر‌روی‌(x,1)به‌طوری‌که‌منجر‌به‌𝐴𝒙 + 𝒃,𝒄𝑇𝒙 + 𝑑
منجر‌به‌!‌مناظر‌و‌مرایا؟(𝑓(𝑥),1)



بسته‌بودن‌خاصیت‌کوژی‌تحت‌عملیات‌ها

𝑝(𝑋نمایشگر‌‌احتمال‌𝑝𝑖𝑗و‌{m,…,1}و‌{n,…,1}دو‌متغیر‌تصادفی‌با‌گرفتن‌مقدار‌از‌Yو‌X-مثال = 𝑖,𝑌
= 𝑗)

𝑓𝑖𝑗 = 𝑝 𝑋 = 𝑖 𝑌 = 𝑗و‌برابر‌با

𝑓𝑖𝑗 =
𝑝𝑖𝑗

σ𝑘=۱
𝑛 𝑝𝑘𝑗

𝑓کسری‌از‌-نگاتش‌خطی𝑝

𝐶-مثال ⊆ 𝑅۲و‌𝑓 𝑥 =
𝑥

𝑥۱+𝑥۲+۱و‌دامنه‌fبرابر‌𝑥1,𝑥2 |𝑥1 + 𝑥2 + 1 > ،‌خط‌چین‌مرز‌دامنه0



قضیه‌جدایی‌ابرصفحه

کوژ‌با‌اشتراک‌تهی‌باشند،‌ابرصفحه‌ای‌وجود‌دارد‌که‌آنها‌را‌از‌Dو‌Cاگر‌دو‌مجموعه‌:‌قضیه‌جدایی‌ابرصفحه
𝑎به‌دیگر‌سخن،‌.‌یکدیگر‌جدا‌می‌کند ≠ 𝑎𝑇𝑥وجود‌دارد‌که‌𝑏و‌0 ≤  𝑏برای‌تمامی‌𝑥 ∈ Cو‌𝑎𝑇𝑥 ≥  𝑏

𝑥به‌ازای‌تمامی‌ ∈ 𝐷‌.

دو‌نقطه‌در‌دو‌مجموعه‌با‌کمترین‌فاصله،‌آن‌گاه‌dو‌cفرض‌

𝒂 = 𝒅 − 𝒄, 𝑏 =
𝒅 2

2 − 𝒄 2
2

2

𝑓 𝑥 = 𝒂𝑇𝒙 − 𝑏 = 𝒅 − 𝒄 𝑇 𝒙 −
1

2
𝒅 + 𝒄

Dو‌Cجداساز‌:‌،‌به‌دیگر‌سخنDو‌نامنفی‌روی‌Cنامثبت‌روی‌



قضیه‌پشتیبانی‌ابرصفحه

𝑎اگر‌𝐶نقطه‌ای‌مرزی‌روی‌𝑥0:‌‌قضیه‌پشتیبانی‌ابرصفحه ≠ x ∀برآورده‌گر‌0 ∈ 𝐶: 𝑎𝑇𝑥 ≤ 𝑎𝑇𝑥0آن‌گاه‌‌،
𝑥|𝑎𝑇𝑥}ابرصفحة‌ = 𝑎𝑇𝑥0}ابرصفحة‌پشتیبان‌𝐶



تابع‌کوژ

:𝑓تابع‌کوژ‌ ℝ𝑛 → ℝ
دامنة‌Sکوژ‌و‌

𝒙۱, 𝒙۲ ∈ 𝑆 ⟹ 𝑓 𝜃𝒙۱ + ۱ − 𝜃 𝒙۲ ≤ 𝜃𝑓 𝒙۱ + ۱ − 𝜃 𝑓 𝒙۲ ,  ∀𝜃 ∈ [0, ۱]
مثال-

گوی‌کوژ‌{𝐱 ∈ ℝ𝑛| 𝒙 ۲ ≤ ۱}

چندضلعی‌های‌تعریفی‌با‌مساوی‌ها‌و‌نامساوی‌های‌خطی‌{𝐱 ∈ ℝ𝑛|𝐴𝒙 = 𝑏,𝐶𝒙 ≤ 𝑑}

تابع‌درجه‌دو‌کوژ‌f 𝐱 = 𝐱TH𝐱با‌ماتریس‌مثبت‌نیمه‌معین

نامساوی‌اکید‌با‌شرط:‌تابع‌اکیدا‌کوژ𝒙۱ ≠ 𝒙۲,𝜃 ∈ 0,۱



تابع‌کوژ‌گسترده

ሚ𝑓: ℝ𝑛 → ℝ ∪ {∞}

ሚ𝑓 𝑥 = ቊ
𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓)
∞,  𝑥 ∉ 𝐷(𝑓)

 

تابع‌اندیس‌مجموعه‌کوژ-مثال

ሚ𝐼 𝑥 = ቊ
0, 𝑥 ∈ 𝐾
∞, 𝑥 ∉ 𝐾



شرط‌مرتبة‌اول

مشتق‌پذیر‌fفرض

Fکوژ‌است‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌دامنة‌fکوژ‌و‌
𝑓 𝒚 ≥ f 𝐱 +  ∇f 𝐱 T(𝐲 − 𝐱)

!به‌دیگر‌سخن،‌تقریب‌مرتبه‌اول‌تیلور‌تابع‌زیرتخمین‌گر‌سراسری‌تابع‌کوژ‌و‌بالعکس

f∇در‌صورتی‌که‌ 𝐱 = 𝑓داریم‌𝟎 𝒚 ≥  𝑓(𝒙)یا‌𝑥کمینه‌ساز‌سراسری‌تابع‌𝑓است‌.

اثبات؟



شرط‌مرتبة‌اول

شرط‌لازم‌:‌اثبات

fعضو‌دامنة‌yو‌xکوژ‌است‌و‌fفرض‌
به‌دلیل‌کوژی‌دامنه،‌‌داریم‌

0 ≤ 𝜃 ≤ 1, 𝑥 + 𝜃 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝐷 𝑓

طبق‌خاصیت‌کوژی

𝑓 𝑥 + 𝜃 𝑦 − 𝑥 ≤ 1 − 𝜃 𝑓 𝑥 + 𝜃𝑓 𝑦

جابجایی‌و‌تقسیم‌دو‌طرف‌بر𝜃

𝑓 𝑦 ≥ 𝑓 𝑥 +
𝑓 𝑥+𝜃 𝑦−𝑥 −𝑓 𝑥

𝜃

با‌𝜃 → 0

𝑓 𝑦 ≥ 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 (𝑦 − 𝑥)



شرط‌مرتبة‌اول

شرط‌کافی‌:‌اثبات

𝑓فرض‌

𝑓 𝑦 ≥ 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 (𝑦 − 𝑥)

0و‌𝑓عضو‌دامنة‌yو‌xو‌انتخاب‌ ≤ 𝜃 ≤ 1
تعریف‌متغیر‌جدید‌:

𝑧 = 𝜃𝑥 + 1 − 𝜃 𝑦

با‌توجه‌به‌برقراری‌شرط‌بالا:
𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 𝑧 + 𝑓′ 𝑧 𝑥 − 𝑧 ;  𝑓 𝑦 ≥ 𝑓 𝑧 + 𝑓′ 𝑧 𝑦 − 𝑧

1و‌متأخر‌در‌𝜃ضرب‌متقدم‌در − 𝜃و‌جمع‌هر‌دو‌منجر‌به‌نتیجه‌
𝑓 𝑧 ≤ 𝜃𝑓 𝑥 + 1 − 𝜃 𝑓 𝑦



مثال‌های‌دیگری‌از‌توابع‌کوژ

(و‌هم‌کاو)تمامی‌توابع‌خطی‌و‌افین‌هم‌کوژ‌

𝑒𝑎𝑥بر‌اعداد‌حقیقی‌و‌به‌ازای‌هر‌a

𝑥𝑎روی‌اعداد‌حقیقی‌مثبت‌و‌‌a ≥ 𝑎و‌یا‌1  ≤ در‌غیر‌این‌صورت؟0 

𝑥 𝑝به‌ازای‌𝑝 ≥ ،‌کوژ‌روی‌اعداد‌حقیقی۱

لگاریتم‌کاو‌روی‌اعداد‌حقیقی‌مثبت

(منفی‌تابع‌انتروپی)𝑥𝑙𝑜𝑔𝑥تابع‌
مشتق‌ها
Log x + 1

۱/𝑥و‌بزرگتر‌از‌صفر‌به‌ازای‌xمثبت
پس‌منفی‌تابع‌انتروپی‌تابعی‌کوژ‌است!



مثال‌های‌دیگری‌از‌توابع‌کوژ

𝑓 𝑥 =
۱
۲  𝒙𝑇 𝑄𝒙 + 𝒒𝑇𝒙 + 𝑟

نرم‌ها

تابع‌بیش

𝑥۲
𝑦

ℓ𝑜𝑔(𝑒𝑥1 + 𝑒𝑥2 + ⋯ + 𝑒𝑥𝑛)

.تمرین‌اثبات‌کنید-



شرط‌مرتبة‌دوم‌کوژی

.‌با‌دامنة‌کوژ‌و‌ماتریس‌هسی‌آن‌مثبت‌نیمه‌معین‌استfتابع‌
∇۲𝑓 𝑥 ≥ 0



مجموعه‌زیرسطح

𝑓تابع‌کوژ،‌آنگاه‌مجموعه‌زیرسطح‌زیرمجموعه‌ای‌کوژ‌است.
𝐶𝛼 = {𝑥 ∈ D(𝑓)|𝑓 𝑥 ≤ 𝛼}

به‌ازای‌xو‌yعضو‌دامنه‌𝑓

𝑓 𝑥 ≤ 𝛼, 𝑓 𝑦 ≤ 𝛼

𝑓 𝑡𝑥 + 1 − 𝑡 𝑦 ≤ 𝑡𝑓 𝑥 + 1 − 𝑡 𝑓 𝑦 ≤ 𝑡𝛼 + 1 − 𝑡 𝛼 = 𝛼



دود‌اگر‌بالا‌نشیند،‌واصل‌کوژ

(بالای‌گراف)اپی‌گراف‌
𝑒𝑝𝑖 𝑓 = 𝒙, 𝑡 |𝒙 ∈ 𝐷 𝑓 , 𝑓 𝒙 ≤ 𝑡

ℝ𝑛+۱زیرمجموعه‌ای‌از‌

واصل‌مجموعه‌و‌تابع‌کوژ
تابعی‌کوژ‌است‌اگر‌بالای‌گرافش‌مجموعه‌کوژ‌باشد‌.



نامساوی‌ها

نامساوی‌ینسن

𝑓
𝑥 + 𝑦

۲
≤

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

۲

𝑓 𝜃𝑥 + ۱ − 𝜃 𝑦 ≤ 𝜃𝑓 𝑥 + 1 − 𝜃 𝑓 𝑥

𝑓 න

𝑆

𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ≤ න

𝑆

𝑓 𝑥 𝑝 𝑥 𝑑𝑥

𝑓 𝐸 𝑋 ≤ E[f(𝑋)]



نامساوی‌ها

استفاده‌از‌نامساوی‌ینسن

𝑓
𝑥 + 𝑦

۲
≤

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

۲

–اعمال‌آن‌بر‌تابع‌کوژ‌ log 𝑥

− log
𝑥 + 𝑦

۲
≤

− log 𝑥 − log 𝑦

۲

اعمال‌منفی‌بر‌دو‌طرف

log
𝑥 + 𝑦

۲
≥

log 𝑥 + log 𝑦

۲

log
𝑥 + 𝑦

۲
≥ log 𝑥𝑦

دو‌طرف‌را‌به‌توان‌نمایی‌رساندن‌منجر‌به‌
𝑥 + 𝑦

۲
≥ 𝑥𝑦; x, y ≥ 0



نامساوی‌ها

نامساوی‌هولدر

෍

𝑖=۱

𝑛

𝑥𝑖𝑦𝑖 ≤ ෍

𝑖=۱

𝑛

𝑥𝑖
𝑝

1
𝑝

෍

𝑖=۱

𝑛

𝑦𝑖
𝑞

1
𝑞



بسته‌بودن‌تابع‌کوژ‌تحت‌عملیات‌ها

جمع‌وزن‌دار‌نامنفی
fکوژ،‌آنگاه‌𝛼𝑓نیز‌کوژ‌و‌𝛼 ≥ 0

𝑓𝑖و‌ کوژ𝛼𝑖 ≥ σ𝑖=1،‌آن‌گاه‌0
𝑚 𝛼𝑖𝑓𝑖نیز‌کوژ

به‌صورت‌زیر‌هم‌کوژ،‌‌البته‌با‌شرط‌برقراری‌دامنه𝑔کوژ‌در‌نتیجه‌f:‌ترکیب‌با‌نگاشت‌افین
𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

𝑔: ℝ𝑚 → ℝ 
𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑚, 𝒃 ∈ ℝ𝑚

𝑔(𝒙) = 𝑓(𝐴𝒙 + 𝒃)



بسته‌بودن‌تابع‌کوژ‌تحت‌عملیات‌ها

بیش‌نقطه‌به‌نقطه
𝑓 𝒙 = 𝑚𝑎𝑥 𝑓1 𝒙 , 𝑓2 𝒙

دامنه‌𝑓برابر‌اشتراک‌دو‌دامنة‌دو‌تابع‌𝑓۱و‌𝑓۲
𝑓 𝜃𝑥 + ۱ − 𝜃 𝑦 = max{𝑓۱ 𝜃𝑥 + ۱ − 𝜃 𝑦 , 𝑓۲ 𝜃𝑥 + ۱ − 𝜃 𝑦 }

≤ max{𝜃𝑓۱ 𝑥 + ۱ − 𝜃 𝑓۱ 𝑦 , 𝜃𝑓۲ 𝑥 + ۱ − 𝜃 𝑓۲ 𝑦 }

≤ 𝜃 max 𝑓۱ 𝑥 , 𝑓۲ 𝑥 + ۱ − 𝜃 max 𝑓۱ 𝑦 , 𝑓۲ 𝑦  

= 𝜃𝑓 𝑥 + ۱ − 𝜃 𝑓 𝑦

𝑓 𝒙 = 𝑚𝑎𝑥 𝑓1 𝒙 , 𝑓2 𝒙 , ⋯ , 𝑓𝑚 𝒙



بسته‌بودن‌تابع‌کوژ‌تحت‌عملیات‌ها

ترکیب
ℎ: ℝ𝑘 → ℝ

𝑔: ℝ𝑛 → ℝ𝑘

𝑓 = ℎ 𝑔 𝒙 : ℝ𝑛 → ℝ

 

(اسکالر)ترکیب‌تک‌عددی‌
ℎ: ℝ → ℝ

𝑔: ℝ𝑛 → ℝ



بسته‌بودن‌تابع‌کوژ‌تحت‌عملیات‌ها

(اسکالر)ترکیب‌تک‌عددی‌
ℎ: ℝ → ℝ

𝑔: ℝ𝑛 → ℝ

fبه‌fتحویل‌مسئله‌کوژی‌ ′′ ≥ چرا؟.‌0
𝑓′′ 𝑥 = ℎ′′ 𝑔 𝑥 𝑔′ 𝑥 2 + ℎ′ 𝑔 𝑥 𝑔′′ 𝑥

′′𝑔کوژ؟‌g:‌فرض ≥ 0‌،hکوژ‌و‌غیرنزولی؟‌ℎ′′ ≥ 0 و ℎ′ ≥ 0

′′𝑓:‌نتیجه ≥ کوژfو‌‌0

به‌طریق‌مشابه
hکوژ‌و‌غیرنزولی‌و‌gکوژ،‌آن‌گاه‌fکوژ
hکوژ‌و‌غیرصعودی‌و‌gکاو،‌آن‌گاه‌fکوژ
hکاو‌و‌غیرنزولی‌و‌gکاو،‌آن‌گاه‌fکاو
hکاو‌و‌غیرصعودی‌و‌gکوژ،‌آن‌گاه‌fکاو

෨ℎیا‌ℎامکان‌تعمیم‌به‌حالت‌گسترده‌



بسته‌بودن‌تابع‌کوژ‌تحت‌عملیات‌ها

-مثال
gکوژ‌⇐𝑒𝑔 𝑥کوژ

gکاو‌و‌مثبت‌⇐log 𝑔 𝑥کاو
g1کاو‌و‌مثبت/𝑔 𝑥 کاو⇐
gکوژ‌و‌نامنفی‌و‌p ≥ 𝑔آن‌گاه1 𝑥 𝑝کوژ



بسته‌بودن‌تابع‌کوژ‌تحت‌عملیات‌ها

ترکیب‌برداری
ℎ: ℝ𝑘 → ℝ
𝑔𝑖: ℝ𝑛 → ℝ

𝑓 𝑥 = ℎ 𝑔 𝑥 = ℎ 𝑔۱ 𝒙 , 𝑔۲ 𝒙 , ⋯ , 𝑔𝑘 𝒙 : ℝ𝑛 → ℝ

 

مشتق‌دوم‌

𝑓′′ 𝑥 = 𝑔′ 𝑥 𝑇∇2ℎ 𝑔 𝑥 𝑔′ 𝑥 + ∇ℎ 𝑔 𝑥
𝑇

𝑔′′ 𝑥

به‌طریق‌مشابه
hکوژ‌و‌غیرنزولی‌در‌هر‌یک‌از‌اجزای‌بردار‌و‌𝑔𝑖کوژ،‌آن‌گاه‌fکوژ
hکوژ‌و‌غیرصعودی‌‌در‌هر‌یک‌از‌اجزای‌بردار‌و‌𝑔𝑖کاو،‌آن‌گاه‌fکوژ
hکاو‌و‌غیرنزولی‌‌در‌هر‌یک‌از‌اجزای‌بردار‌و‌𝑔𝑖کاو،‌آن‌گاه‌fکاو



بسته‌بودن‌تابع‌کوژ‌تحت‌عملیات‌ها

𝑧-مثال ∈ ℝ𝑘

ℎ 𝑧 = 𝑧[1] + ⋯ + 𝑧[𝑟]جمع‌rمولفة‌بزرگ‌‌z

hکوژ‌و‌غیرنزولی
فرض‌𝑔1تا‌𝑔𝑘توابع‌کوژ‌روی‌𝑅𝑛‌.آن‌گاه‌h(g(x))جمع‌rتابع‌𝑔𝑖بزرگ‌کوژ‌‌

ℎ(𝑧)-مثال = log σ𝑖=1
𝑘 𝑒𝑧𝑖کوژ‌و‌غیرنزولی‌در‌هر‌آرگومان‌در‌نتیجه‌کل‌تابع‌کوژ



کمترین‌مربعات-بهینه‌سازی‌کوژ

کم 𝑓0 𝒙 = 𝐴𝒙 − 𝒃 ۲
۲

= ෍

𝑖=۱

𝑘

𝒂𝑖
𝑇𝒙 − 𝑏𝑖

۲
, 𝐴 ∈ ℝ𝑘×𝑛, 𝑘 ≥ 𝑛, 𝒙 ∈ ℝ𝑛,

کمترین‌مربعات‌وزن‌دار
σ𝑖=۱

𝑘 𝜔𝑖 𝒂𝑖
𝑇𝒙 − 𝑏𝑖

۲
,𝜔𝑖 > 0 

تعیین𝜔𝑖نمایشگر‌سطوح‌متفاوت‌تاثیر‌بر‌𝒂𝑖
𝑇𝒙 − 𝑏𝑖متناظر‌

در‌تخمین‌های‌آماری،‌تقریب‌بردار‌مجهول‌در‌اندازه‌گیری‌های‌خطی‌تحت‌تاثیر‌خطا

 regularizationتنظیم‌

෍

𝑖=۱

𝑘

𝒂𝑖
𝑇𝒙 − 𝑏𝑖

۲
+ 𝜌 ෍

𝑖=۱

𝑛

𝑥𝑖
۲ , 𝜌 > 0



برنامه‌ریزی‌خطی-بهینه‌سازی‌کوژ

کم 𝒄𝑇𝒙 ,

𝒂𝑖
𝑇𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚

خطی‌بودن‌تابع‌هدف‌و‌توابع‌قیود‌و‌𝒂𝑖 ∈ ℝ𝑛و‌𝑏𝑖 ∈ ℝ



برنامه‌ریزی‌خطی-بهینه‌سازی‌کوژ

کم 𝒄𝑇𝒙 ,

𝒂𝑖
𝑇𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚

خطی‌بودن‌تابع‌هدف‌و‌توابع‌قیود‌و‌𝒂𝑖 ∈ ℝ𝑛و‌𝑏𝑖 ∈ ℝ

عدم‌وجود‌راه‌حل‌تحلیلی‌راحت



برنامه‌ریزی‌خطی-بهینه‌سازی‌کوژ

کم 𝒄𝑇𝒙 ,

𝒂𝑖
𝑇𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚

خطی‌بودن‌تابع‌هدف‌و‌توابع‌قیود‌و‌𝒂𝑖 ∈ ℝ𝑛و‌𝑏𝑖 ∈ ℝ

عدم‌وجود‌راه‌حل‌تحلیلی‌راحت
‌،وجود‌روش‌های‌موثر‌برای‌حل‌آنها‌اعم‌از‌سیمپلکس‌دانتزیک،‌نقطه‌درونی

دارای‌پیچیدگی‌مجانبی‌𝑛۲𝑚با‌ثابتی‌دارای‌پیچش‌بیشتر‌نسبت‌به‌راه‌حل‌کمترین‌مربعات

کاربردهای‌برنامه‌ریزی‌خطی
مثال‌مسئله‌تقریب‌چبیشف

min max
𝑖=۱,⋯,𝑘

𝒂𝑖
𝑇𝒙 − 𝑏𝑖

قرابت‌و‌تفاوت‌آن‌با‌کمترین‌مربعات؟

امکان‌حل‌آن‌با‌برنامه‌ریزی‌خطی؟



برنامه‌ریزی‌خطی-بهینه‌سازی‌کوژ

کم 𝒄𝑇𝒙 ,

𝒂𝑖
𝑇𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚

خطی‌بودن‌تابع‌هدف‌و‌توابع‌قیود‌و‌𝒂𝑖 ∈ ℝ𝑛و‌𝑏𝑖 ∈ ℝ
عدم‌وجود‌راه‌حل‌تحلیلی‌راحت
‌،وجود‌روش‌های‌موثر‌برای‌حل‌آنها‌اعم‌از‌سیمپلکس‌دانتزیک،‌نقطه‌درونی
دارای‌پیچیدگی‌مجانبی‌𝑛۲𝑚با‌ثابتی‌دارای‌پیچش‌بیشتر‌نسبت‌به‌راحل‌کمترین‌مربعات

کاربردهای‌برنامه‌ریزی‌خطی
مثال‌مسئله‌تقریب‌چبیشف

min max
𝑖−۱,⋯,𝑘

𝒂𝑖
𝑇𝒙 − 𝑏𝑖

قرابت‌و‌تفاوت‌آن‌با‌کمترین‌مربعات؟
امکان‌حل‌آن‌با‌برنامه‌ریزی‌خطی

کم 𝑡 ,

𝒂𝑖
𝑇𝒙 − 𝑡 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘

−𝒂𝑖
𝑇𝒙 − 𝑡 ≤ −𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘

𝑡 ∈ 𝑅



بهینه‌سازی‌کوژ

کم 𝑓0 𝒙 ,

𝑓𝑖 𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 = ۱, ⋯ , 𝑚

واجد‌شرایط‌زیر--تمامی‌توابع‌محدب‌
𝑓𝑖 𝛼𝒙 + 1 − 𝛼 𝒚 ≤ 𝛼𝑓𝑖 𝒙 + 1 − 𝛼 𝑓𝑖 𝒚 , 𝛼 ≥ 0

حل‌مسائل‌بهینه‌سازی‌کوژ
نبود‌تدوین‌تحلیل‌عمومی‌حل‌مسائل‌بهینه‌سازی‌کوژ
وجود‌روش‌های‌موثر‌برای‌حل‌چنین‌مسائلی
روش‌های‌نقطه‌داخلی
ادامه‌تحقیقات‌در‌این‌مسئله‌بر‌خلاف‌برنامه‌ریزی‌خطی‌و‌کمترین‌مربعات
پیچیدگی‌تشخیص‌تابع‌کوژ‌و‌سختی‌بیشتر‌روش‌های‌تبدیل‌به‌بهینه‌سازی‌کوژ

روش‌ها‌و‌بهبودهای‌متأخر‌روش‌نقطه‌درونی:تحقیق



برنامه‌ریزی‌درجه‌دو-بهینه‌سازی‌کوژ

min
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 + 𝒄𝑇𝒙

𝐴𝒙 = 𝒃
𝐺𝒙 ≤ 𝒅

مثبت‌نیمه‌معین𝑄تابع‌هدف‌درجه‌دو‌کوژ‌به‌دلیل

چندضلعی‌و‌در‌نتیجه‌مجموعه‌کوژ:مجموعه‌شدنی

𝒙



برنامه‌ریزی‌درجه‌دو‌با‌-بهینه‌سازی‌کوژ
محدودیت‌درجه‌دو

min
1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 + 𝒄𝑇𝒙

1

2
𝒙𝑇𝑄𝑖𝒙 + 𝒄𝑇𝒙 ≤ 𝑟𝑖

𝐴𝒙 = 𝒃
𝐺𝒙 ≤ 𝒅

مثبت‌نیمه‌معین𝑄تابع‌هدف‌درجه‌دو‌کوژ‌به‌دلیل

𝑄𝑖بیضی‌در‌صورت‌مثبت‌نیمه‌معین‌بودن‌:مجموعه‌شدنی



برنامه‌ریزی‌مخروط‌درجه‌دو-بهینه‌سازی‌کوژ

min 𝒄𝑇𝒙
𝐴𝑖𝑥 + 𝑏𝑖 ≤ 𝑐𝑖𝑥 + 𝑑𝑖

𝐹𝒙 = 𝒈

قیدهای‌مخروط‌درجه‌دو:نامساوی‌ها

عمومی‌تر‌از‌برنامه‌ریزی‌درچه‌دو‌مقید‌به‌تابع‌درجه‌دو



برنامه‌ریزی‌نیمه‌معین-بهینه‌سازی‌کوژ

min 𝒄𝑇𝒙
𝑥۱𝐹۱ + 𝑥۲𝐹۲ + ⋯ + 𝑥𝑛𝐹𝑛 + 𝐹0 ≤ 𝟎

نامساوی‌های‌خطی‌ماتریسی

عمومی‌تر‌از‌برنامه‌ریزی‌خطی،‌درجه‌دو‌و‌مخروطی‌درجه‌دو

کمینه‌سازی‌مقدار‌ویژه،‌کمینه‌سازی‌نرم‌ماتریس:کاربرد



شرط‌لیپشوتر

∇𝑓 𝒙 − ∇𝑓 𝒚 ≤ 𝐿 𝒙 − 𝒚



بهینه‌سازی‌کوژ‌با‌قید‌مساوی

min
𝒙

𝑓 𝒙

𝐴𝒙 = 𝒃

𝑓کوژ‌و‌دو‌بار‌مشتق‌پذیر‌و‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 با‌رتبة‌Aبرابر‌𝑝

شرط‌بهینگی
∇𝑓 𝒙∗ + 𝐴𝑇𝜈∗ = 𝟎



درجه‌دو‌با‌قید‌تساوی-بهینه‌سازی‌کوژ‌

min
𝒙

1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 + 𝒄𝑇𝒙

𝐴𝒙 = 𝒃

𝑓کوژ‌و‌دو‌بار‌مشتق‌پذیر‌و‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛 با‌رتبة‌Aبرابر‌𝑝

شرط‌بهینگی
𝑄𝒙∗ + 𝒄 + 𝐴𝑇𝜈∗ = 𝟎

𝐴𝒙∗ = 𝒃

یا
𝑃 𝐴𝑇

𝐴 0
𝒙∗

𝒗∗ =
−𝒄
𝒃

𝑃ماتریس‌ک‌ک‌ت‌ 𝐴𝑇

𝐴 0



درجه‌دو‌با‌قید‌تساوی-بهینه‌سازی‌کوژ‌

𝐴-لم ∈ ℝ𝑚×𝑛 با‌رتبة‌کامل‌و‌Q آنگاه‌ماتریس‌ک‌ک‌ت‌.‌مثبت‌معین‌است𝑃 𝐴𝑇

𝐴 0
ناتکین‌و‌دارای‌پاسخ‌

∗𝒙یگانه‌است‌

𝒗∗ .است 



بهینه‌سازی‌کوژ‌با‌قید‌نامساوی

min
𝒙

1

2
𝒙𝑇𝑄𝒙 + 𝒒𝑇𝒙

𝐴𝒙 = 𝒂
𝐵𝒙 ≤ 𝒃

روش‌مجموعه‌فعال
آغاز‌از‌نقطه‌دلخواه‌𝑥0

یافتن‌مقدار‌جدید‌در‌هر‌تکرار‌𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘 
𝛼𝑘 طول‌گام‌و‌𝑑𝑘جهت‌جستجو



موضوعات

برنامه‌ریزی‌مخروط

بهینگی‌پرتو

روش‌ها‌و‌بهبودهای‌متأخر‌روش‌نقطه‌درونی



منابع

[نازه‌دل]

[آنتونیو]

[جهان‌شاه‌لو]

[فلچر]

[بوید]
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